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موازي ھای یتمالگورطعم   

سازنده معماري موازي ھستند و  ھای یهپابه عنوان  اصلي ساده كه عمل 5در اين بخش 

را  معماري موازي 4با متناظر  ھای یتمالگورو  کنيم یمتعريف شد را بررسي  2.1در بخش 

مش دو بعدي و اشتراك  گذاري ساده ، درخت باينري ،آرايه خطينيز بررسي خواھيم كرد:

ما را به محاسبات موازي معرفي  ھا ینتمررا ببينيد)  اين  2.2متغيرھاي كامپيوتري. (بخش 

اثر متقابل بين الگوريتم و معماري و پيچيدگي محاسبات موازي (تحليل و ھمچنين مي كند

براي ما مھم است ي كه اصلي محاسبات ھای یهپاھمچنين  د.کن یمرا بررسي  و حدود)

  را خواھيم ديد. اند شدهودر طول كتاب استفاده 

بعدي خواھيم خواند. یھا فصلدر  تر يقعمرا به طور  ھا یمعماربعضي از   

 موضوعات فصول عبارتند از : 

برخي از محاسبات ساده 2.1  

ساده ھای یمعماربرخي از  2.2  

آرايه خطي ھای یتمالگور 2.3  

نريدرخت باي ھای یتمالگور 2.4  

مش دو بعدي ھای یتمالگور 2.5  

متغيرھاي اشتراكي ھای یتمالگور 2.6  
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چند محاسبه ساده 2.1  

:کنيم یممحاسبه ابتدايي و زيربنايي را تعريف  5در اين بخش   

 گنجايش ورودي) ،(كاھش   ای يرهزنجمحاسبات  -1

 محاسبات پيشوندي موازي (محاسبات موازي) -2

 یا بستهمسيريابي  -3

 آن چند پخشي (انتشاري) تر یعمومھمه پخشي و نسخه  -4

 مرتب كردن ركوردھا بر مبناي كليدشان (صعودي يا نزولي) -5

  

   Semi group computing گنجايش ورودي): ،(كاھش   ای يرهزنج محاسبات  

  به عنوان عملگر باينري شركت پذير:  *

 مثال :

�� ∗ �� ∗ � � � ∗ �� ∗ �� 

  x , y, z ϵ Sھر  یازبه 

A ساده از جفت ( ای يرهزنجS,*  (   است كهS از عناصر است كه * روي آن  یا مجموعه

  .شود یمتعريف 

.) به شود یم(كه ھمچنين كاھش يا گنجايش ورودي نيز خوانده  ای يرهزنجمحاسبات 

  :شود یمصورت زير تعريف 

  :دھد یمو  محاسبه زير را انجام  گيرد یم را x0 , x1, …., xn-1 مقداري : n ليست

x0 * x1* ….* xn-1 

ممكن است جا به  *اپراتور باشد.  ∪,∩,ᴧ,ᴠ,×,-+,يكي از عمليات  تواند یمعملگر  ناي

 یھا مثالدرست باشد يا نه. (ھمه   x*y = y*xممكن است  لذاجايي پذير باشد يا خير. 
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  .)کند ینممثال محاسبه كري صدق ولي به عنوان  کنند یمباe در اين رابطه صدق 

اين نكته آخر بسيار مھم است؛ تا زماني كه الگوريتم موازي بتواند مقادير قابل توجھي از 

محاسبه كند، اين مقادير بايد در نھايت به  ھا طرحبندي  بخشعبارات را با استفاده از 

ردازنده را در تك پ ای يرهزنجمحاسبات  2.1صورت چپ به راست تركيب شوند. شكل 

  .دھد یمنشان 

  

 

  در تك پردازنده ای يرهزنجمحاسبات  1. 2شكل 

  محاسبات پيشوندي موازي:

 با فرض مشابه پاراگراف قبلي، محاسبات پيشوندي موازي به عنوان ارزيابي ھمزمان

  . (x0,x0*x1, x0*x1*x2,..., , x0*x1*...*xn)است كه  x0 * x1* ….* xn-1عبارت  يھمه پيشوندھا
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  .Si = x0*x1*x2*...*xiامين  پيشوند، عبارت برابر است با  iتوجه كنيد كه 

يا فقدان آن از عملگر باينري * در اين جا به  ،توضيح راجع به شدت جابه جايي پذيري

 2.1خوبي كاربرد دارد. گراف نمايش دھنده محاسبات موازي در تك پردازنده شبيه شكل 

  را نيز دارد. مقادير مياني و ھمچنين خروجي است اما

  :یا بستهمسيريابي 

ام فرستاده شود.  jام مستقر است و بايد به پردازنده  iبسته اطoعات در پردازنده 

مقصد را تا  eزم است كه مياني است یھا پردازندهمسيريابي كردن بسته طي  ،مشكل

. آید یماست كه چندين رقابت پيش مشكل وقتي در واقع حد امكان به سرعت پيدا كند. 

جداگانه مستقر  یھا پردازندهوقتي كه چندين بسته ھر كدام با مقصد خودشان در 

در اين حالت مسيرھاي بسته ممكن است با بسته ديگري تداخل پيدا كند كه  ،ھستند

  مياني بروند. (در مسيريابي تداخل پيش بيايد). یھا پردازندهبه 

يك بسته براي فرستادن و دريافت كردن داشته باشد، مسئله  اكثرحدوقتي ھر پردازنده 

  .شود یمناميده  1-1يك به يك يا مسيريابي ارتباط  ھا بستهمسيريابي 

  ھمه پخشي : انتشاري

به سرعت  ھا پردازندهو انتشار آن به ھمه  iاز پردازنده معين  aگرفتن مقدار مشخص 

. اين شناسند یميا مقدار را  یابند یمآن دست به  ھا پردازندهدر پايان ھمه كه ممكن. 

  روش گاھي به ارتباط يك به چند منسوب است.

به عنوان چند پخشي يا  ،مورد اين عمليات كه ارتباط يك به چند است ترین یعموم

Multicasting  شود یمشناخته.  

  از نقطه نظر برنامه نويسي داريم:

Xj: = a for 1≤ j ≤ p       (Broadcasting) 

For jϵG (Multicasting)  
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  .jيك متغير محلي در پردازنده  Xjيك گروه چند پخشي باشد و  Gوقتي 

  : 1مرتب سازي

براي ساده  ،به جاي مرتب سازي يك مجموعه از ركوردھا، ھر كدام با كليد و عناصر داده

. مساله مرتب سازي ما کنيم یماز كليدھا تمركز  یا مجموعهروي مرتب كردن  ماسازي 

  :شود یمبه اين صورت تعريف 

 .  xi0 ≤ xi1≤ ….≤xin-1به طوري كه   xi0 , xi1, …., xin-1   كليد nگرفتن ليستي از 

  .کنيم یمتنھا مرتب سازي كليدھا برحسب رتبه غيرنزولي شان را رسيدگي  و لذا

به روشي  تواند یمغيرنزوليشان بر حسب رتبه   ھر الگوريتمي براي مرتب كردن مقادير،

زي كليدھا برحسب رتبه غير صعودي يا سورت كردن اساده و آسان براي مرتب س

  ركوردھا تبديل شود.

 

  چند معماري ساده:

  :کنيم یمي ساده را تعريف زمعماري موا 4در اين بخش 

 به صورت آرايه خطي ییھا پردازنده .1

 به صورت درخت باينري ییھا پردازنده .2

 به صورت مش دو بعدي ییھا پردازنده .3

 چندين پردازنده با متغيرھاي اشتراكي .4

  

  آرايه خطي:

                                                           
1
  Sorting 
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. دھد یمرا نشان  اند شدهشماره گذاري  8تا  0پردازنده كه از  9آرايه خطي از  2.2شكل 

 ھا پردازندهبين جفت  2مسافت ینتر کوتاهبه عنوان بلندترين  ،پردازنده pقطر آرايه خطي 

  .D =  P-1كه   شود یمتعريف 

ارتباطي كه به يك  یھا کانالدرجه ھر گره به عنوان بيشترين تعداد پيوندھا يا  ینتر بزرگ

  .d = 2كه :   شود یم، تعريف اند شدهپردازنده مرتبط 

 قطر ینتر کماست اما  2. درجه ھر گره شود یمنيز نمايش داده  2.2حلقه متغير در شكل 

  .  �/2	�D=برابر است با : 

 

  اش حلقهپردازنده و متغير  9آرايه خطي از  1.  2شكل 

  

  درخت باينري :

 یا گونه. اين درخت باينري به دھد یمپردازنده را نشان  9يك درخت باينري از  2.3شكل 

  حداكثر يك واحد اختoف دارند. ھا برگباeنس شده كه سطح 

                                                           
2
 longest of the shortest distances 
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  پردازنده 9درخت باينري با/نس شده (غير كامل) از  2.  2شكل 

  

فرزند داشته  2غيربرگ  یھا پردازندهيكسان و برابر باشند و ھمه  ھا برگاگر ھمه سطوح 

  . قطر درخت باينري كامل برابر است با :شود یم"كامل" خوانده  ،باشند، درخت باينري

2log��� � 1� � 2 

  قطر معماري درخت باينري باeنس شده برابر است با : ،تر یکله صورت ب

2�log� �� 

  يا

2�log� �� � 1 

  برگ در آخرين سطح. یھا گرهبر اساس قرار دادن  

پردازنده ممكن است چندين تفاوت  pبا معماري درخت باينري  ،متاسفانه آرايه خطي

باينري كامل با آن  یھا درختداشته باشد. معموe اين مشكلي نيست كه ھميشه در 
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  سرو كار داريم.

  .d = 3درجه ھر گره در درخت باينري برابر است با   )max( ینتر بزرگ

  

  مش دو بعدي:

. قطر پردازنده در مش دوبعدي دھد یمپردازنده را نشان  9يك مش دو بعدي از  2.4شكل 

��2مربعي برابر است با :  � 2  

 

  پردازنده  9مش دوبعدي از   3.  2شكل 

 

  مش لزوما نبايد مربعي باشد. تر یکلبه طور 

p  = پردازنده   
�
� ∗ � .  

��پردازنده = pقطر مش دوبعدي    و لذا :   �����	∗

D =r + 
�
� � 2 
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موجود   پردازنده pدو بعدي چندگانه ممكن است براي ھمان مقدار  یھا مشمجددا، 

  .4*4يا   8*2باشد. به عنوان مثال : 

  بھينه). minزيرا قطر مينيم شده دارند( شوند یممربعي معموe ترجيح داده  یھا مش

 براي توسعه و ھایی ينکل، اند شدهنشان داده  2.4ھمانطور كه در شكل  torusمتغيرھاي 

گردشي دور  ھای ينکليا دورگردي در مش ھستند. (اشاره به  ھا ستونبسط سطرھا و 

  مش)

  .d= 4) برابر است با : torusدرجه نودھا براي ھر مش دو بعدي و (مجموع 

�  پردازنده pاما يك  ∗ �
  توروسي قطر كمتري دارد: 	�

D= ���� � � ���� 

 

  حافظه اشتراكي:

يك گراف كامل مدل شودكه ھر  صورتبه  تواند یمپردازنده چندگانه با حافظه اشتراكي يك 

  نمايش داده شده است.  2.5نود آن با ھمه نودھاي ديگر ارتباط دارد و در شكل 
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  معماري متغير اشتراكي مدل شده روي يك گراف كامل 4.  2شكل 

  

داده  P3و  P1مستقيما به  تواند یم ،0، پردازنده 2.4، در مش دو بعدي شكل p = 9براي 

  داده تبادل كند. P4با  تواند یمبگيرد. اگرچه با واسطه نيز  ھا آنبفرستند يا از 

مستقيما قابل  تواند یمداده با حافظه اشتراكي، ھر قطعه چند گانه  یھا پردازندهدر 

داده را به  تواند یمكه ھر پردازنده  کنيم یمباشد. (ما فرض  ھا پردازندهدسترسي به ھمه 

يك گراف كامل بيانگر اين  D=1قطر  پردازنده بدھد يا بگيرد.) P-1طور ھمزمان در ھمه اين 

  دسترسي مستقيم است.

اگر  ،از اين دست ھایی یمعماراز طرف ديگر بيانگر اين نكته است كه  ،d = P -1نود درجه 

بايد پياده سازي كامo نداشته باشند،  ھا دادهھيچ محدوديت مكاني براي دسترسي به 

  .گراني داشته باشند
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  براي آرايه خطي: یھای یتمالگور 2.3

  :ای يرهزنجمحاسبات 

. براي مثال پيدا كردن را بررسي كنيم ای يرهزنجاجازه دھيد ابتدا نوع خاصي از محاسبات 

  بيشترين مقدار.

 ھا پردازندهو ھدف ما براي ھمه  کنند یمپردازنده، مقدار ابتدايي را نگھداري  pھركدام از 

با مقدار  تواند یماين مقادير است. يك متغير محلي (بزگترين تا اينجا)  نیتر بزرگدانستن 

  شود.داده خود پردازنده، مقداردھي 

. ھر فرستد یم اش هیھمسارا به دو  3پردازنده بيشترين مقدار تا اين جا ،در ھر گام

 نیتر بزرگمقدار فعلي را به  ،راست و چپش یھا هیھمساپردازنده، زمان دريافت مقادير از 

اجراي  2.6. شكل Max(left ,own , right). يعني کند یم) setمقدار تنظيم ( 3اين 

  .دھد یمپردازنده نشان  9 الگوريتم را براي

 

  پردازنده 9پيدا كردن بيشترين مقدار در آرايه خطي از  6. 2شكل 

  

به ديگر  P6مقدار از  ینتر بزرگكه چگونه  دھد یمنشان  2.6خطوط نقطه چين در شكل 

 تر عیسرانتشار بايد ،وجود داشت Maxدو مقدار  P6و   P2مثo در . ابدی یمانتشار  ھا پردازنده

  باشد.
                                                           
3
 max-thus-far 
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گام ارتباط (ھر كدام شامل فرستادن مقدار پردازنده به دو  P-1 ،در بدترين حالت

نياز است. اين بھترين  یا مرحلهسه  یا سهیمقا یھا گاماز ) و ھمان شماره  اش هیھمسا

اميدوار  ،است  D=p-1پردازنده كه  pبراي گرفتن قطر آرايه خطي  توان یمراھي است كه 

  محدوده است.) نیتر کمبود. (قطر بر مبناي 

كه در انتھاي سمت چپ آرايه (پردازنده  یا پردازنده ،در حالت كلي یا رهيزنجدر محاسبات 

را به راست  شیھا دادهسمت چپي كه ھمسايه ندارد) فعال است و مقادير 

  ).عال ھستنددر حالت خوابيده و غير ف ھا پردازنده.(ابتدا ھمه فرستد یم

* را  یا رهيزنجعملگر  ،شود یمپردازنده فعال  ،ھنگام دريافت مقدار از ھمسايه سمت چپ

. براي مقدار گرفته شده از چپ و مقدار داده خودش، نتيجه را به سمت کند یماجرا 

تا  ،انتشار به راست عمليات. اين موج شود یمو مجددا غير فعال  فرستد یمراست 

نتيجه   پردازنده، نتيجه مطلوب را بدست آورد ادامه دارد. نیتر راستزماني كه سمت 

  .شود یمبه سمت چپ منتشر  ھا پردازندهمحاسبه شده سپس به ھمه 

 

  محاسبات موازي : 

امين پردازنده را بدست  iامين نتيجه پيشوند در  i ميخواھ یماجازه دھيد فرض كنيم كه 

  .  o≤i≤p-1آوريم : 

در واقع ابتدا محاسبه  .در پاراگراف قبلي شرح داده شد یا رهيزنجالگوريتم عمومي 

  .کند یمپخش  ھا پردازندهو سپس نتيجه نھايي را براي ھمه  کند یمرا اجرا  یا رهيزنج

گام ارتباطي تركيبي  p-1پس ما الگوريتمي براي محاسبات پيشوندي موازي داريم كه 

  دارد.
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  پردازنده 9مجموع پيشوندھا روي آرايه خطي با محاسبات  7. 2 شكل

  

ام   )i-1با نتيجه پيشوندي مقدار ( iمختلف، كه در ھر پردازنده  محاسبات پيشوندي موازي

اغلب سودمند است. اين محاسبات پيشوندي كاھش يافته به آساني  ،شود یمتمام 

ت شده از چپ را به راست اگر ھر پردازنده به جاي اينكه مقدار درياف ،اجرا شود تواند یم

بفرستد، در خود نگه دارد.نتايج مجموع پيشوندي كاھش يافته به عنوان مثال براي شكل 

  مقادير زير است: 2.7

0,5,7,15,21,24,31,40,41  

  .کند یمپردازنده يك مقدار منفرد در خود نگھداري تا اين جا ما فرض كرديم كه ھر 

پردازنده ابتدا چندين و پيشوندي موازي به حالتي كه ھر  ای يرهزنج ھای یتمالگورتعميم 

نشان مي دھدكه محاسبات مجموع  2.8. شكل دارد یممقدار داده را به آساني نگه 

. الگوريتم عبارتند از : ھر کند یممقدار نگھداري  2با ھر پردازنده در ابتدا  پيشوندي موازي

يشوند را در مجموعه داده خودش از سايز پردازنده محاسبه پ
�
(كه از تركيب گامھاي   �

�
��� 

انجام مي دھد، سپس محاسبه كاھش يافته پيشوندي موازي را در   )گرفته شده است

) eآرايه خطي مثل باp-1  نتيجه  ،تركيب) انجام دھد، سپس در نھايت -گام ارتباط

محاسبات با پيشوندھاي محاسبه شده  آخريناز تركيب  ) راlocalپيشوندي خودش (

( محلي بدست مي آورد.
�
2 ، ) . در ھمهگام تركيب  	� �

� � � � گام  p-1گام تركيب و  2
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  ارتباط مورد نياز است.

 

  محاسبه مجموع پيشوندھا روي آرايه خطي با دو آيتم براي ھر پردازنده 8. 2شكل 

  

  :یا بستهمسير يابي 

در آرايه خطي، ما به سادگي به  j به پردازنده iبراي فرستادن بسته اطoعاتي از پردازنده 

. عoمت برچسب مسيريابي معين ميکن یممتصل  j-i آن يك برچسب مسيريابي با مقدار

  : چپ) - . (+: راست و کند یمدر كدام سو حركت  بستهكه  کند یم

: پاك كردن بسته، غير 0بايد انجام شود (كه چه عملي  کند یمو مقدار آن نيز مشخص 

 یھا بسته. دیبا یممقدار برچسب يك واحد كاھش  ،صفر: ھدايت بسته). در ھر ھدايت

پشت سر ھم به سمت  توانند یم اند گرفتهمختلف سرچشمه  یھا پردازندهچندگانه كه از 

  بدون دخالت در يكديگرجريان يابند. ،چپ يا راست

  

 )Broadcastingھمه پخشي: (

ھمه پخشي كند، آن را به عنوان پيام   ھا پردازندهرا به ھمه  i بخواھد مقدار iاگر پردازنده 
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rbcast(a)  :بخوانيد)r - broadcast(   و پيام   فرستد یمبه ھمسايه راستشlbcast(a)  را

رادريافت كرد، به سادگي  rbcast(a). ھر پردازنده كه پيام فرستد یمبه ھمسايه چپش 

  .فرستد یم(اگر وجود داشت)  بعدشو پيام را براي ھمسايه  کند یمرا كپي  aمقدار 

به طور محلي كپي شود و پيام براي  aتا  شود یمموجب lbcast(a) به طور مشابه پيام

  ھمسايه چپ فوروارد شود. 

  .p-1ر است با ارتباطي براي  ھمه پخشي براب یھا گامدر بدترين حالت، تعداد 

  

  مرتب سازي:

  و بدون آن. I/O. با ميکن یمما به دو نسخه مرتب سازي روي آرايه خطي توجه 

، اند شدهكليد وارد  pكه  دھد یميك الگوريتم مرتب سازي آرايه خطي را نشان  2.9شكل 

(درابتدا ھمه رجيستر شوند یممقادير دريافت شده با مقادير ثبت شده محلي مقايسه 

از دو مقدار در رجيستر  تر کوچک.) مقدار کنند یمرا  نگھداري  ∞�ھاي محلي مقدار 

 p. فقط يك بار ھمه شود یمو مقدار بزرگتر به راست منتقل  شود یمي نگه داشته لمح

چرخه ارتباطي اضافي براي مقادير كليدھا كه  p-1گرفته شده، بايد اجازه دھيم  ھا یورود

، عبور كنند. اگر ليست مرتب شده از اند شدهمربوطه در آرايه خطي مستقر  یھا گاهیجادر 

بعد از آخرين مقدار كليد دريافت شده  تواند یمچپ خارج شود، فاز خروج به سرعت 

ما به طور نصف سايزليست ورودي، كافي است و با  یا هیآرا شروع شود. در اين مورد

براي مرتب سازي داريم. يعني مجموع زمان مرتب سازي برابراست با  0 -زمان   موثري

  .I/Oزمان 

پس الگوريتم جابه جايي زوج  ،در جايشان بود، از قبل ،براي ھر پردازندهاگر مقداركليد ھا 

  گام نياز است. pبراي مرتب سازي استفاده شود. مجموع  تواند یمفرد  –

راست شماره  یھا هیھمسامقادير را با  ،شماره فرد یھا پردازنده ،در گام شماره فرد

ديرشان را جابه جا پردازنده مقا 2. اگر مقادير خارج از ترتيب بود، کنند یممقايسه  زوجشان
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  .کنند یم

مقادير را با ھمساي ھاي شماره زوج  یھا پردازندهبه طور مشابه در گام شماره زوج، 

  )2.10(شكل  .کنند یمجا به جا )  –راستشان (مقايسه 

مستقر شده است و بايد ھمه  0مقدار كليد در پردازنده  نیتر بزرگ ،در بدترين حالت ممكن

حركت به سمت راست نياز دارد. يك گام  p-1ه برود. كه اين امر به مسير را تا انتھاي آراي

 –يك جابه جايي زوج حركتي در گام اول رخ نداده است. البته  بايد اضافه شود زيرا ھيچ

فرد بايد استفاده شود ولي اين مسئله در پيچيدگي زماني الگوريتم ما براي بدترين حالت 

  نخواھد داشت.تاثيري  یا پردازنده 9آرايه خطي 

گام  pكليد در  pپردازنده براي مرتب كردن  pفرد از  –الگوريتم جابه جايي زوج توج كنيد كه 

  .رديگ یمتعويض) بھره  –(مقايسه 
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  مرتب سازي در آرايه خطي با كليدھاي ترتيبي ورودي از چپ 9. 2شكل 
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  فرد روي آرايه خطي –مرتب سازي جابه جايي زوج   10. 2شكل 

  

چه چيز اين الگوريتم خوب است؟ در واقع خواص الگوريتم ياد شده چيست؟ اجازه دھيد 

فرد را با رجوع به معيارھاي مختلف مطرح شده در بخش  –كه الگوريتم جابه جايي زوج 

  ارزيابي كنيم. 1.6

log	pمرتب سازي ترتيبي، مرتبه  یھا تمیالگوربھترين  تعويض براي مرتب  –گام مقايسه  	�

 فرض كنيم، كه دقيقا براي ساده سازي د. اجازه دھيد نمي گير pيك ليست سايز  كردن

p	log�   گام دارد. �

  پس داريم:

��1� � ��1� � � log�2 

���� � �	  

���� � ��

2  

 ��� � log�2 
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!��� �
�log �2�

�  

"��� � #
2 log �2

 

$��� � 1
2 

, %��� � 2 ��	
���
�

�� 

 

 p(مسئله سايز) از تعداد شوند یمكليد كه مرتب  nتعداد  ،تمرين یھا تيموقعدر اغلب 

ابتدا  فرد –ھستند(سايز ماشين). الگوريتم مرتب سازي جابه جايي زوج  تر بزرگپردازنده 

سايز  ازرا ھر پردازنده ليست خودش 
�
با استفاده از ھر الگوريتم مرتب سازي ترتيبي  �

�logمرتب مي كند. اجازه دھيد بگوئيم كه اين امر   كارا، �
  تعويض دارد. –گام مقايسه  ���� �

به جز اينكه ھر گام  شود یمفرد مثل قبل اجرا  –سپس مرتب سازي جابه جايي زوج 

زير مرتبط  یھا پردازنده 2. كه شود یمشكاف جايگزين  –تعويض با گام ادغام  –مقايسه 

از سايز  ھایشان يستل
�
2 در يك ليست مننفرد از سايزرا باھم  � �

ادغام  مي كنند و   �

پردازنده نيمه كوچكتر را سپس ليست را از وسط به دو نيم تقسيم مي كنند، يك 

  مي كند و ديگري نيمه بزرگتر را. نگھداري

را داشته باشد،  (2,4,5,9)ليست  P1را نگه دارد و  (1,3,7,8)ليست  P0به عنوان مثال اگر 

  : کند یمدو ليست زير تبديل را به ترتيب به  ھا يستل ،شكاف –يك گام ادغام 

(1,2,3,4) , (5,7,8,9) 

گام ادغام شكاف نياز به  ،اند شدهسورت  ھا يستل از آنجايي كه
�
تعويض  –گام مقايسه  �
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  دارد.

  بنابراين مجموع زمان اين الگوريتم برابر است با:

���� log�
�
� � &   

#اگر  توجه كنيد كه ' log� تا زماني   ،قرار بگيرداولين عبارت (مرتب سازي محلي) بايد  ،&

#كه عبارت دوم (ادغام آرايه) براي  ( log�   برقرار شود. &

#براي  ) log� است. از اين رو  nپيچيدگي زماني الگوريتم خطي است و برابر با  ،&

  پردازنده است.كليد به ھر  –الگوريتم بسيار كاراتر از نسخه يك 

  

  ديدگاه نھايي راجع به مرتب سازي:يك 

مرتب سازي اصالتا بسيار مھم است، اما گاھي اوقات در مسيريابي نيز به ما كمك 

تعيين  ھا پردازندهپردازنده آرايه خطي كه با ديگر  pفرض كنيد مقادير داده توسط ،کند یم

بقيه است. . مثل اينكه مقصد ھر مقدار متفاوت از شوند یم، نگه داشته اند شدهمسير 

باشند،  P-1 ,…,0,1,2مقصد متمايز بايد  pاين مسئله "جايگشت مسيريابي" نام دارد زيرا 

شكل دادن ركوردھا با آدرس مقصد به عنوان كليد و مرتب سازي آن ركوردھا باعث 

  كه ھر ركورد در مسير صحيح پايان يابد. شود یم

تعويض دارد .  –گام مقايسه  P جايگشت مسيريابي در آرايه خطي احتياج به ،در نتيجه

كه براي مسير  شوند یمبسته در مقدار زمان مشابه مسيريابي  P ،به طور موثر بنابراين

  يابي يك بسته منفرد در بدترين حالت نياز است.

 

  الگوريتم درخت باينري: 2.4

كه عناصر  کنيم یمدرخت باينري است، فرض  یھا پردازندهكه براي  ھایی یتمالگوردر 
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  .شوند یمبرگ نگه داشته  یھا پردازندهدر ابتدا فقط در  ،داده

اما عناصر داده را در خود  ،کنند یمغير برگ (داخلي) در محاسبات شركت  یھا پردازنده

. کند یم تر ساده. اين ساده سازي فرض موجب آرامش شده و الگوريتم را دارند ینمنگه 

ض نتيجه برگ ھستند، ناكارآمدي كه از اين فر نود ،تقريبا نيمي از نودھاي درخت باينري

  و قابل اغماض است. زياد بزرگ نيست ،شود یم

  

  :ای يرهزنجمحاسبات 

معماري درخت دودويي به طور ايده آل براي اين محاسبات مناسب است . (به اين دليل 

  اغلب به محاسبات درختي منسوب است.) ای يرهزنجكه محاسبات 

قبo مقداري را  ھا آن(اگر ھر كدام از  کند یممقدار از فرزندانش دريافت  2ھر نود داخلي 

نتيجه را رو به و  کند یماجرا  ھا آنعملگر را روي  محاسبه كرده باشند يا نود برگ باشند.)

��log. بعد از دھد یمباe به والدش پاس    پردازنده ريشه نتيجه محاسبات را دارد. ،گام ��

  آگاه شوند. ،از نتيجه به وسيله عمليات ھمه پخشي از ريشه توانند یم ھا پردازندهھمه 

�2�log	زمان كل :   گام.   ��

  

  محاسبات پيشوندي موازي:

�2�log	به طور بھينه در  تواند یممجددا، كامo آسان است و  گام اجرا شود. (فراخواني ��

�2�logكه قطر درخت باينري   �2�logيا   �� �� �   است. ) 1

به سمت پائين تبعيت الگوريتم شامل فاز انتشار به سمت باe است كه از حركت داده 

نشان داده شده است فاز انتشار به سمت باe  2.11. ھمان طور كه در شكل کند یم

است . در پايان اين فاز  یا رهيزنجھمانند حركت داده به سمت پائين در محاسبات 

را براي زير درختش خواھد دانست. مرحله به  یا رهيزنج(مرحله) ھر نود نتيجه محاسبات 
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مقداري را كه از فرزند چپش دريافت كرده، به خاطر   ،صورت زير است: ھر پردازنده

گره مقدار دريافت شده از باe را به فرزند  ،. ھنگام دريافت مقدار از والدشسپارد یم

 تركيبرا  آمده فرزند راست و اين مقدار و مقداري كه از فرزند چپ به دھد یمچپش پاس 

بدين سان فاز رو به  شده و مشاھدهمشخص شده از باe  عنصر عنوان به ریشه. کند یم

پائين با فرستادن عنصر مشخص به چپ و مقدار دريافت شده از فرزند چپ به راست آغاز 

  .شود یم

  .کنند یمبه برگ نتايج مربوط به خود را محاس یھا پردازندهدر انتھاي فاز رو به پائين 
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  ھا پردازندهمحاسبات پيشوندي موازي روي درخت باينري از  11. 2شكل 

  

كاربردي از محاسبات پيشوندي موازي  یھا برنامهآموزنده براي ديدن بعضي از مورد اين 

  است.آمده در اين نقطه 

رتبه ھر كدام در اين ليست (مكان مرتبط بين اولي )  ،0s , 1sليست گرفته شده از 
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  با محاسبات مجموع پيشوندي مشخص شود.  تواند یم

  

  

را از ليست برمي دارد  1دارد و اولين  ھا یورودبه عنوان  1و  0ليستي از  ،يتومدار اول

  (بيشترين اولويت).

  به صورت زير تعريف شود: تواند یمتابع مدار اولويت 

  

  

به عنوان محاسبات  تواند یمبه عنوان مثال آخر محاسبات كري در طراحي جمع كننده 

رويدادي  به عنوان را ”a”, “p” , “g“پيشوندي موازي به شيوه زير تنظيم شود: اجازه دھيد 

خنثي كري رايا  کند یم نتشر م ،کند یميد لكه موقعيت رقم خاص را در جمع كننده تو

  عoمت گذاري كنيم .  ،کند یم

يا برابر با  9از  تر بزرگبا مجموع ارقام كه  ھا ینابه عنوان مثال براي جمع كننده اعشاري، 

، رابطه دارند لذا داده ورودي براي مدار كري شامل برداري از شوند یم 9يا كمتر از  9

  مقداري مثل زير است: 3عناصر 
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به وسيله محاسبات پيشوندي موازي تعريف  تواند یم مختلف ھای يتموقعدر  كري نھايي

  :شود یمبه صورت زير تعريف  ،"₵"ملگر كري شود. با استفاده از ع

)* ∈ ,-, �,   را به عنوان كري ورودي به موقعيت ببينيد.)   )0/

با مقدار منطقي مربوط به عملگر كري  2.11در واقع اگر ھر نود در دو درخت شكل 

  رقمي نتيجه خواھد شد. -5كري جايگزين شوند، مدار پيش بيني 

  

  :یا بستهمسيريابي 

در درخت  jبه پردازنده  iاز پردازنده  الگوريتمي كه براي مسيريابي بسته اطoعاتي

  است. ھا پردازندهست متكي بر طرح شماره گذاري  ھا پردازندهدودويي از 

براي اين منظور  ،نشان داده شده است 2.3در شكل  ھا پردازندهطرح شماره گذاري 

  استفاده شود. تواند یمبھترين نيست اما در اين جا براي توسعه الگوريتم مسيريابي 

شاخص گذاري شناخته  4به عنوان "پيش مرتب كردن" 2.3طرح شاخص گذاري شكل 

  و تعريف بازگشتي زير را دارد: شود یم

پس ، شوند یمنودھايي كه در زير درخت ھستند با اولين شماره گذاري نود ريشه شماره 

 یھا شاخصزير درخت چپ و در نھايت زير درخت راست . شاخص ھر نود از ھمه  ابتدا

  اوeد كمتر بود.

كدام در زير درخت  ،آگاه استنيز  از شاخص خود در زير درخت ،كه ھر نود کنيم یمفرض 

شاخص نود در زير درخت چپ و راست كدام  ینتر بزرگكه  ددان یمو  ،است تر کوچک

                                                           
4
  preorder 
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طبق  ،مقيم درنود خودش در ھمان لحظهتا نود مقصد و  iاست. بسته در اين مسير از نود 

  .شوند یماين الگوريتم مسيريابي 

  

  

  

مگر اينكه درخت دودويي باشد. به طور  سازد ینمالگوريتم ھيچ فرضي راجع به درخت 

  درخت نيازي به كامل بودن يا حتي باeنس بودن ندارد.  خاص،

  

  ھمه پخشي:

  

 ،و سپس ريشه فرستد یمداده مطلوب را به سمت باe به پردازنده ريشه  ،i  پردازنده

  . کند یم broadcast ھا پردازندهداده را به سمت پائين براي ھمه 

  

  مرتب سازي:
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 ینتر کوچکكه  دھد یماستفاده كنيم كه اجازه  5از الگوريتم مشابه حبابي توانيم یم

عناصر در برگھا به صورت حباب به سمت اولين پردازنده ريشه باe بيايند، لذا به ريشه 

ببيند. ريشه سپس عناصر را  كه ھمه عناصر داده را به صورت (غير نزولي) دھند یماجازه 

  .فرستد یمبا نظم مناسب به نودھاي برگ 

. کنيم یمنگاھي  ھا دادهبه حركت رو به باeي حبابي  ،قسمت الگوريتمقبل از شرح اين 

  را بررسي كنيم: یتر سادهاجازه دھيد حركت رو به پائين 

زير درخت چپش را بداند به  یھا برگاين حركت رو به پائين در صورتي كه ھر نود شماره 

شمارنده محلي  . اگر مرتبه عنصر دريافت شده از باe (كه درشود یمسادگي ھماھنگ 

) از عدد نودھاي برگ (به چپ) تجاوز نكند، در اين حالت آيتم داده به شود یمنگھداري 

. توجه كنيد كه بحث ضمني رود یم. در غير اين صورت به راست شود یمچپ فرستاده 

مرتب شده است. حركت رو به  ھا برگكه داده از چپ به راست در  کند یمباe فرض 

به صورت زير انجام شود كه عمل  تواند یمريتم مرتب سازي باe باeي داده در الگو

  پردازنده از نقطه نظر خودش شرح داده شده است.

ھر برگ يك آيتم داده منفرد دارد و ھمه ديگر نودھا خالي ھستند. ھر نود خالي  ،در ابتدا

و راستش مقدار دارد، مھاجرت رو به باe از زيردرختھاي چپ  2فضايي براي ذخيره سازي 

  .گيرد یمصورت 

  

                                                           
5
 bubble sort 
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معدودي از حركت داده به سمت باe  یھا گام در ابتدا ،كه دھد یمنشان  2.12شكل 

آماده شروع حركت رو  ،عنصر در نود ريشه است ینتر کوچکوقتي كه  ،طبق اشارهاست (

  .) به پائين است.

خطي را صرف  ، زماناند شدهالگوريتم مرتب سازي باe، براي تعداد عناصري كه مرتب 

  .کند یم

ممكن است عoقمند باشيم بدانيم كه اگر الگوريتم خيلي كاراتري بخواھد توسعه يابد، 

عنصر داده مجبور  ،گرفتن قطر معماري درخت لگاريتمي است.(يعني در بدترين حالت

�2�log	است  پاسخ متاسفانه اين  )گام حركت كند تا در مكان خودش سورت شود. ��

  توانيم اساسا بھتر از باe عمل كنيم.  است كه ما نمي
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  محدود الويه از الگوريتم مرتب سازي روي درخت باينري یھا گام  21. 2شكل 

  

 دليل مبتني بر استدeل حد پائين است كه در بسياري از متون بسيار مناسب است.

بخش مساوي يا  2كه معماري درخت را به اين است ما نياز داريم چيزي كه  آنھمه 

����تقريبا برابر بخش بندي كنيم. (مركب از  	يا	 1
�
كه برش ارتباط منفرد نزديك  ) پردازنده  �2

  )2.13به پردازنده ريشه باشد .(شكل 
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  عرض دو بخشي معماري درخت باينري 31. 2شكل 

  

 ،است. حال در بدترين حالت 1ما ميگوييم كه "عرض دو بخشي" معماري درخت باينري 

در ابتدا ممكن است طوري باشد كه براي مرتب شدن در مكان  ھا دادهنحوه قرارگيري 

ھمه مقادير نيمه چپ(يا راست) درخت بايد به نيمه راست (يا چپ) حركت كند  ،خودشان

يد در طول يك لينك منفرد پاس شوند. اينكه چگونه ما حركت . از اين رو ھمه عناصر داده با

پاس دادن ھمه عناصر داده  يدر ھر حال برامھم نيست  کنيم یمرا سازماندھي  ھا داده

  به گلوگاه زمان خطي eزم است.

  اين مثالي از "دو نيم كردن بر مبناي حد پائين " بود.

  

  الگوريتم مش دو بعدي 2.5

آرايه  ھای یتمالگورمش دو بعدي ارائه شده در اين فصل، ما از  ھای یتمالگوردر ھمه 

. اين امر موجب تسھيل الگوريتمھا کنيم یماستفاده  زيربنابه عنوان  2.3خطي بخش 

   .ھا آنمدترين ارانه لزوما كاما  شود یم

-9(فصل  3با جزئيات بيشتر در بخش  ھا آن ھای یتمالگورمبتني بر مش و  ھای یمعمار
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  ) شرح داده خواھند شد.12

  

  :ای يرهزنجمحاسبات 

را در ھر رديف و  ای يرهزنجمحاسبات  ،در مش دو بعدي ای يرهزنجبراي اجراي محاسبات 

 ،pمجموعه مقادير maxدر يافتن مقدار  ،سپس در ھر ستون انجام دھيد . به عنوان مثال

ابتدا بيشترين سطرھاي محاسبه شده و براي ھمه  ،سورت شده در ھر پردازنده

مشخص  ھا ستون maxدر سطر در دسترس قرار داده شده و سپس  ھا پردازنده

��4 ، 2.3، برطبق نتايج بخش . اين امرشوند یم � مش دو  پردازنده  pگام در يك   4

  در پي دارد.بعدي 

  استفاده شود.  pبراي محاسبه مجموع اعداد  تواند یمپردازش مشابه 

در حالت كلي با عمليات غير جابه جايي پذير (جابه  ای يرهزنجمحاسبات در توجه كنيد كه 

بايد در سطر اصلي مرتب   pاعداد  ،راي اينكه الگوريتم درست كار كندب ،ناپذير) ییجا

  .شوند 

  

  محاسبات پيشوندي موازي:

فاز انجام شود، فرض كنيد كه  3در  تواند یممجددا اين امر بسيار ساده است و 

  :اند شدهدر سطر اصلي شاخص گذاري ) شان شده(و مقادير مرتب  ھا پردازنده

 محاسبه پيشوندي موازي را در ھر سطر انجام دھيد. .1

ستون انجام  ینتر راستيافته پيشوندي موازي را در سمت  كاھشمحاسبات  .2

 دھيد.

 broadcastستون به ھمه عناصر سطرھاي مربوطه  ینتر راستنتايج را در سمت  .3

 تركيب نمائيد. ،كنيد و با مقدار ابتدايي پيشوندي سطري محاسبه شده
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اولين سطر مجموع پيشوند از چپ  به راست  ،پيشوندي یھا جمعبه عنوان مثال در انجام 

ستون مجموع سطر را  ینتر راستت در سم ھا پردازنده ،. در اين نقطهشود یممحاسبه 

. محاسبه پيشوندي كاھش يافته در آخرين ستون حاصل جمع ھمه دارند یمنگه 

با حاصل جمع سطرھاي قبلي در ھر پردازنده است. تركيب جمع ھمه سطرھاي قبلي 

  پيشوندي سطر، شامل ھمه مجموع پيشونداست.

  

  :یا بستهمسيريابي 

و   ˊrبه پردازنده در سطر  Cو ستون  Rبراي مسيريابي بسته داده از پردازنده در سطر 

 ˊcسپس آن را در ستون  .کنيم یمھدايت    ˊcو ستون   Rابتدا آن را به سطر  ،ˊcستون 

. اين الگوريتم به عنوان "مسيريابي اولين سطر"  کنيم یمھدايت  ˊrتا سطر  rاز سطر 

  .شود یمشناخته  

بخواھيم مسير يابي اولين ستون را اجرا كنيم يا از تركيب عمودي و ه طور واضح اگر ب

مسير استفاده كنيم. اگر نودھاي مش  ینتر کوتاهبراي گرفتن نود مقصد طي  ھا گامافقي 

سطر و  یھا شمارهشاخص گذاري شوند، به جاي اينكه عبارات  2.4ھمانند شكل 

مياني را كه مسير اولين سطر تعيين كرده  i  ، ما به سادگي شاخص پردازندهھا ستون

  مسئله تجزيه شد: دو به ما . مسئلهکنيم یمبود، مشخص 

چند گانه  یھا بسته. سپس jتا  lو سپس مسيريابي عمومي از  l تا iمسيريابي افقي از 

  بايد بين نودھاي مبدا و مقصد مسيريابي شوند.

 eیھا بستهبراي ھر بسته مستقلي از ديگران به كار رود. گرچه  تواند یمالگوريتم با 

خروجي در مسيرھايشان يا مقاصد مربوطه رقابت  ھای ينکلبراي چندگانه ممكن است 

كه بايد در نقاط (نوبتشان)  ییھا بستهبايد فضاي بافر كافي براي ذخيره  ھا پردازندهكنند. 

  تشريح خواھد شد. 10فورووارد شدن در ستون. جزئيات در فصل  صبر كنند قبل از شروع
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  ھمه پخشي:

  :شود یمھمه پخشي در دو فاز انجام 

  در نودھاي سطر مبدا و  ھا هپردازندبه ھمه  ھا بسته: ھمه پخشي  1فاز 

  .ھا ستون: ھمه پخشي در ھمه 2فاز 

��2اين امر حداكثر  � پردازنده، ھمه پخشي گام دارد. اگر مقادير چندتايي به وسيله  2

شود سپس حركت داده موردنيازمي تواند به صورت لوله  كشي باشد. مثل اينكه ھر ھمه 

  پخشي اضافي نياز به تنھا يك  گام اضافي دارد.

  

  مرتب سازي:

" shortestاز الگوريتم مرتب سازي را بنام " یا سادهنسخه  ،دليليھيچ ما بدون ارائه 

بيشتر شرح داده  9و متغيرھاي كاراتر بيشتر در فصل . دليل كامل  دھيم یمتوضيح 

  خواھند شد.

�4logالگوريتم شامل  �5 � سطر است. در ھر مرحله به جز   rبعدي با  2مرحله در مش   1

  مستقo مثل مار مرتب مي شوند: ھمه سطرھا ،مرحله آخر

...  و3و1فرد  یھا شمارهو... از چپ به راست و سطرھاي 2و0زوج  یھا شمارهسطرھاي 

  .شوند یماز باe به پائين به طور مستقل مرتب  ھا ستوناز راست به چپ. سپس ھمه 

نشان داده شده  2.14دو مرحله eزم است كه در شكل  ،3*3به عنوان مثال در يك مش 

  است.
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  3*3در مش  shortestالگوريتم  41. 2شكل 

  

 ميدان یمچنانچه از قبل  .اند شدهبه راست  مرتب  مستقo از چپ  سطرھادر فاز نھايي 

گام  ��پردازنده   pمرتب سازي روي سطر و مرتب سازي روي ستون در مش مربعي 

  تعويض دارد. –مقايسه 

��24logبه  shortestالگوريتم  �5 � تعويض براي مرتب كردن در سطر  –گام مقايسه   ���1

  اصلي نياز دارد.

  

  با متغير اشتراكي: یھا تمیالگور 2.6

  .ميکن یمكه لزوما كارا نيستند تمركز  ییھا تمیالگوردر اين بخش مجددا روي توسعه 

خواھند  6و 5با جزئيات بيشتر در فصل  ھا آن یھا تمیالگورمتغير اشتراكي و  یھا یمعمار

  آمد.

  

  :یا رهيزنجمحاسبات 

و مستقo محاسبات  رديگ یمديگر  یھا پردازندهداده را از ھمه  یھا تمیآ ھر پردازنده

با نتايج مشابه تمام خواھند  ھا پردازندهكه ھمه . بديھي است  دھد یمرا انجام  یا رهيزنج
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آمده  2.5 لدارد كه در شك یا دهيچيپو معماري  شد. اين ديدگاه بسيار بي فايده است 

در  یا رهيزنجالگوريتم محاسبات اساسا  ،است . چون پيچيدگي زماني خطي الگوريتم

  است و از الگوريتم مش دو بعدي بدتر است. تر سادهخطي  – یا هیآرامعماري  با مقياسه

  

  محاسبات پيشوندي موازي:

با  یھا پردازندهاز داده را  یھا تمیآبه جز اينكه ھر پردازنده تنھا  یا رهيزنجشبيه محاسبات 

  .رديگ یم) كوچكتر index( یھا شاخص

  

  :یا بستهمسيريابي 

  مسير ارتباطي مستقيم بين ھر جفت پردازنده است. ،بديھي اين ديدگاه

  

  ھمه پخشي:

 ھا پردازندهبه طور مستقيم آيتم داده رابه ھمه  تواند یمبه طور جزئي ھر پردازنده 

ھمه پخشي نياز نيست. ھر پردازنده  ،مستقيم بفرستد. در واقع به خاطر اين دسترسي

  كه بخواھد دسترسي دارد. یا دادهاز قبل به ھر 

  مرتب سازي:

شامل دو ، شود یمالگوريتمي كه براي مرتب سازي متغيرھاي اشتراكي، شرح داده 

  مرحله است: رتبه دھي و جايگشت داده.

  رتبه دھي شامل تعيين مرتبه مرتبط با ھر كليد در ليست مرتب شده نھايي. 

 كه،  j رتبهء كليد ،شوند یمتعيين  ھا رتبه، يك بار ديگر ھر پردازنده يك كليد نگه دارداگر 

، نياز به يك گام منفرد ارتباط در مرحله جايگشت داده فرستاده شود j به پردازنده تواند یم
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است. اين امر به وسيله  xiمسئول رتبه دھي به كليد خودش  i موازي دارد. پردازنده 

ھستند،  تر کوچک xiبا ھمه كليدھاي ديگر  و شمارش اعداد كليدھايي كه از  xiمقايسه 

  .شوند یمانجام 

 یھا رتبهبراي ساختن  پردازنده  یھا شاخص ،در حالتي كه مقادير كليدھا برابر باشند

را نگه  23ھر دو مقدار كليد  9و  3 پردازنده. به عنوان مثال اگر شوند یماستفاده  ،نسبي

  .شود یمفرض  تر کوچکبراي اھداف رتبه دھي، ،3 پردازندهدارند، كليد وابسته به 

ود ديگري وج تر کوچک(كليد   0  بايد واضح باشد كه ھر كليدي با رتبه يك تا در محدوده 

  باشد. تواند یم )ھستند تر کوچک p-1ھمه ديگر كليدھاي (  p-1تا ندارد.) 

پچيدگي بيشتري در مقايسه با  ،، با وجود اينكه معماري متغير اشتراكيمجددا

با الگوريتم مرتب سازي باe در با آرايه خطي و درخت باينري دارد،  یھا یمعمار

  احتياج دارد.، زمان خطي تر سادهمعاري  3 یھا تمیالگور

مرتب سازي با زمان لگاريتمي در حقيقت براي  یھا تمیالگورخواھيم ديد كه  6در بخش 

توسعه يابند كه موجب تسريع خطي بيش از  توانند یممتغير اشتراكي  یھا یمعمار

 –مقايسه  یھا گام احتياج به داده، nبراي مرتب كردن  و شود یمترتيبي  یھا تمیالگور

&تعويض از مرتبه log   دارد.  &


